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Introduccio´n
Los sistemas dina´micos es una de las ramas de la matema´tica que u´ltimamente
a tomado fuerza debido a su componente geome´trica (cualitativa) y a la relacio´n
con otras disciplinas. A Henrri Poincare´ se le atribuye esencialmente el desarrollo
cualitativo de los sistemas dina´micos.
La teor´ıa moderna de los conjuntos y sistemas hiperbo´licos introducidos por S.
Smale, se ha desarrollado en los u´ltimos cuarenta an˜os. De los conjuntos hiperbo´li-
cos se tienen propiedades como: son sensibles a condiciones iniciales, tienen o´rbitas
perio´dicas densas, y su dina´mica esta´ caracterizada por la derivada del flujo en
el fibrado tangente. Existen ejemplos importantes de conjuntos hiperbo´licos, como
la herradura de Smale, y de atractores hiperbo´licos como el Solenoide, el atrac-
tor de Plykin, etc. Estos conjuntos son invariantes por el flujo, y tienen propiedades
topolo´gicas como la compacidad. Es por estas razones, que muchos investigadores en
sistemas dina´micos se han interesado por estudiar las propiedades topolo´gicas de los
hiperbo´licos en otra clase ma´s general de conjuntos invariantes, llamados conjuntos
singulares hiperbo´licos, e introducidos en 1998 por Morales-Pac´ıfico-Pujals.
En topolog´ıa, un espacio me´trico compacto y conexo se le conoce como un continuo.
Un ejemplo es el atractor solenoide, y e´ste fue introducido por Smale (1967) y ma´s
tarde usado por R. Williams (1967 - 1974) para desarrollar la teor´ıa de los atractores
unidimensionales [Rob99].
Por otro lado, es relevante analizar la dimensio´n topolo´gica de los conjuntos invari-
antes en los sistemas dina´micos. En este trabajo se estudia el atractor Soleniode,
se analiza su comportamiento, estructura y propiedades, as´ı como su geometr´ıa,
dimensio´n topolo´gica e importancia por sus aplicaciones en diversas ramas de la
matema´tica. Tambie´n se analizan las condiciones sobre las cuales ciertos conjuntos
singulares hiperbo´licos se le puede calcular la dimensio´n topolo´gica.
iii
Cap´ıtulo 1
Preliminares
1.1. Conceptos y definiciones
1.1.1. Diferenciabilidad en Rn
Sea U un abierto de Rm y f : U → Rn se dice que f es diferenciable en x0 ∈ U
si existe una transformacio´n lineal T : Rm → Rn tal que ∀ > 0, ∃δ > 0 tal que si
|x− x0| < δ, x ∈ U entonces |(f(x)− f(x0))− T (x− x0)| <  |x− x0|, es decir, f es
diferenciable en x0 si y so´lo si
l´ım
x→x0
|f(x)− f(x0)− T (x− x0)|
|x− x0| = 0
l´ım
h→0
|f(x0 + h)− f(x0)− T (h)|
|h| = 0
La aplicacio´n lineal T es la derivada de f en x0 y se denota por df(x0) o Df(x0).
La aplicacio´n f es diferenciable en U , si es diferenciable en cada punto x0 ∈ U .
Cuando f es diferenciable en U se tiene una aplicacio´n df : U → L(Rm,Rn) que
asocia a cada punto x0 de U la derivada de f en x0. Aqu´ı L(Rm,Rn) representa el
espacio vectorial de aplicaciones lineales de Rm en Rn dotado con la norma ‖T‖ =
sup{‖Tv‖ : ‖v‖ = 1}. Si df es continua se dice que f es de clase C1 en U y es fa´cil
verificar que f es C1 si y so´lo si, las derivadas parciales ∂fi
∂fj
: U → R de las funciones
coordenadas de f = (f1, ..., fn) existen y son continuas. La matriz de df(x0) en las
bases cano´nicas de Rm y Rn es [ ∂fi
∂fj
(x0)]. De forma ana´loga se define d
2f(x0) como
la derivada de df en x0, as´ı d
2f(x0) es un elemento del espacio L(Rm, L(Rm,Rn) el
cual es isomorfo al espacio de aplicaciones bilineales L2(Rm,Rn) de Rm×Rm en Rn,
con la norma en L2(Rm,Rn) dada por ‖B‖ = sup{‖B(u, v)‖ : ‖u‖ = ‖v‖ = 1}. Se
dice que f es de clase C2 en U si d2f : U → L2(Rm,Rn) es continua. Por induccio´n
se define drf(x0) como la derivada en x0 de d
r−1f donde drf(x0) ∈ Lr(Rm,Rn)
1
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y Lr(Rm,Rn) es el espacio de aplicaciones r-lineales dotado con la norma ‖C‖ =
sup{‖C(v1, v2, ..., vr)‖ : ‖v1‖ = ... = ‖vr‖ = 1}. La funcio´n f es de clase Cr en U si
drf : U → Lr(Rm,Rn) es continua. Finalmente, f es de clase C∞ en U si es de clase
Cr para todo r ≥ 0.
1.1.2. Difeomorfismo
Sean U y V abiertos de Rm y f : U → V una aplicacio´n diferenciable. Se dice que
f es un difeomorfismo si existe una aplicacio´n g : V → U diferenciable tal que g ◦ f
es la identidad en U . Cuando f y g son ambas funciones de clase Cr, decimos que
f es un difeomorfismo de clase Cr. Se dice adema´s que una aplicacio´n diferenciable
f : U → Rm definida en un abierto U ⊂ Rm es un difeomorfismo local cuando para
cada x ∈ U existe un abierto Vx con x ∈ Vx ⊂ U tal que la restriccio´n de f en Vx es
un difeomorfismo sobre un abierto Wf(x) ⊂ Rm. Si f es de clase Cr diremos que f
es un difeomorfismo local de clase Cr, en este caso para cada x ∈ U , la aplicacio´n
inversa (f |Vx)−1 : Wf(x) → Vx tambie´n es de clase Cr.
Todo difeomorfismo es evidentemente un difeomorfismo local y todo difeomorfismo
local f : U → Rm es una aplicacio´n abierta, es decir, que si V ⊂ U es un abierto,
entonces f(V ) ⊂ Rm tambie´n lo es.
1.1.3. Variedadades en Rn
A modo de introduccio´n se podr´ıa decir que una variedad diferenciable es un conjunto
que, localmente, es difeomorfo al espacio euclidiano, por tanto en esta seccio´n se
dara´ el concepto de variedades diferenciables como subconjuntos de Rn.
Definicio´n 1 Un subconjunto M ⊂ Rn es una variedad diferenciable de dimensio´n
k si, para cada x ∈M , existen conjuntos abiertos U ⊂ Rk y V ⊂ Rn y una funcio´n
continuamente diferenciable f : U → V tales que
1. x ∈ V ;
2. f(U) = V ∩M, f es inyectiva y f−1 : V ∩M → U es continua; y
3. Para cada y ∈ U , el jacobiano f ′(y) tiene rango k.
A la funcio´n f se llama un sistema de coordenadas alrededor de x.
Nota 1 La definicio´n anterior implica que una variedad diferenciable de dimensio´n
k, es un conjunto tal que, localmente, es la imagen de una funcio´n definida en un
conjunto abierto U en Rk y con valores en Rm (Ver figura 1).
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La condicio´n que la imagen f(U) es un conjunto de la forma V ∩M alrededor de
cada punto de M establece una cubierta natural para M de conjuntos abiertos, los
cuales forman lo que comu´nmente se llama un atlas.
Como el Jacobiano f ′(y) es una matriz de n×k para cada y ∈ U , entonces la tercer
condicio´n de la definicio´n anterior es equivalente a decir que las columnas de f son
linealmente independientes, o que generan un subespacio de dimensio´n k en Rn.
Figura 1. Sistema local de coordenadas alrededor de f(y).
La figura 1 muestra un sistema de coordenadas alrededor de f(y) ∈M , donde M es
una variedad de dimensio´n 2 en R3. La imagen de U ⊂ R2 bajo f es un conjunto de
la forma V ∩M , donde V es abierto en R3.
Ejemplo 1 La esfera Sk es un ejemplo de una variedad diferenciable. Considere la
esfera Sk en Rk+1 dada por
Sk =
{
x ∈ Rk+1 : |x| = 1} .
Figura 2. La esfera S2 ⊂ R3.
En la esfera S2 ⊂ R3, se puede observar que si (x0, y0, z0) ∈ S3 y z0 > 0, se puede
tomar U = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} y V = R3. Entonces un sistema local
de coordenadas alrededor de (x0, y0, z0) esta´ dado por (x0, y0) → (x0, y0, z0), con
z =
√
1− (x2 + y2).
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1.1.4. Fibrado tangente
En esta seccio´n primero se dara´ el concepto de espacio tangente en un punto de una
variedad diferenciable. Denotemos por Rka el espacio tangente de Rk en su punto a.
Definicio´n 2 Sea M una variedad diferenciable en Rn y f : U →M un sistema de
coordenadas alrededor de p = f(a), se define la transformacio´n lineal f∗ : Rka → Rnp ,
(lo cual indica, tomar los vectores de Rk que inician en a y enviarlos a los vectores
de Rn que terminan en p = f(a)) como
f∗(va) = Df(a)(v)p.
como f ′(a) tiene rango k, f∗(Rka) es un espacio de dimensio´n k en Rnp . A f∗(Rka) se
le llama el espacio tangente en p. Ver figura 3.
Figura 3. Espacio tangente en p ∈M .
El espacio tangente en p ∈M esta´ definido como el subespacio f∗(Rka) de dimensio´n
k en Rnp
Al espacio tangente en p ∈M lo denotamos por Mp (o TpM).
Dada una variedad diferenciable de dimensio´n n, su fibrado tangente es la variedad
diferenciable TM de dimensio´n 2n que se forma considerando en cada punto p ∈M
el espacio vectorial TpM .
TM = {(p; v) : p ∈M y v ∈ TpM}
En otras palabras, el fibrado tangente de una variedad es la unio´n de todos los
espacios tangentes en cada punto de la variedad, esto es, si M es una variedad Ck,
y f : U → Rn donde U es un subconjunto abierto de M , y n es la dimensio´n de
la variedad, en la carta f(.) suponga adema´s que TpM es el espacio tangente en un
punto p de M , entonces el fibrado tangente es,
TM =
⋃
p∈M
TpM.
Para distinguir entre el fibrado y el espacio tangente, se considera sus dimensiones
2n, n respectivamente, es decir, el fibrado tangente considera dimensiones tanto de
las posiciones en la variedad as´ı como de las direcciones tangentes.
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1.1.5. Variedad Riemanniana
En la geometr´ıa de Riemann, una variedad de Riemann es una variedad diferenciable
real en la que cada espacio tangente se equipa con un producto interior de manera
que var´ıe suavemente punto a punto. Esto permite que se definan varias nociones
me´tricas como longitud de curvas, a´ngulos, a´reas (o volu´menes), curvatura, gradi-
ente de funciones y divergencia de campos vectoriales.
Una variedad de Riemann es una generalizacio´n del concepto me´trico y topolo´gico
del espacio eucl´ıdeo a objetos geome´tricos que localmente tienen la misma estructura
que el espacio eucl´ıdeo pero, globalmente pueden representar forma curva. De hecho,
los ejemplos ma´s sencillos de variedades de Riemann son precisamente superficies
curvas y subconjuntos abiertos de Rn.
Definicio´n 3 Sean S una subvariedad de M y f : N →M una aplicacio´n de clase
Cr, r ≥ 1. Se dice que f es transversal a S en un punto p ∈ N si f(p) /∈ S o
dfp(TpN) ⊕ Tf(p)S = Tf(p)M . Se dira´ que f es transversal a S, notado f t S, si f
es transversal a S en cada punto p ∈ N . Cuando N tambie´n es subvariedad de M ,
f = i es la inclusio´n e i es transversal a S, se dice que las variedades S y N son
variedades que se intersectan transversalmente en M .
1.2. Conceptos ba´sicos para difeomorfismos
1.2.1. O´rbita, puntos perio´dicos y fijos
Sea M una variedad compacta y f : M → M un difeomorfismo de clase Cr, r ≥ 1.
El difeomorfismo f representa la ley de evolucio´n de un sistema dina´mico discreto
en M , el cual se puede ver como una accio´n del grupo aditivo Z sobre la variedad
M , es decir que, f 0 = idM y f
m ◦ fn = fn+m para todo n,m ∈ Z, entonces:
Para cada x ∈ M el conjunto {fn(x)}∞−∞ se llama la o´rbita de x bajo f y se
denota por Orb(x, f), o simplemente Orb(x).
Un punto x ∈M se llama punto perio´dico si existe un n ≥ 1 tal que fn(x) = x.
El menor nu´mero entero positivo n que satisface esta propiedad es llamado el
periodo de x.
El conjunto de puntos perio´dicos de f se denota por Per(f) y al conjunto de
puntos fijos de f por Fix(f).
Los puntos perio´dicos de periodo 1 son justamente los puntos fijos de f ; un
punto x es perio´dico si y so´lo si la o´rbita de x consiste de un nu´mero finito de
puntos.
Nota 2 Cualquiera dos o´rbitas son ide´nticas o son disyuntas.
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1.2.2. Conjuntos ω− l´ımite y α− l´ımite para difeomorfismos
Un punto y ∈M es llamado un punto ω − l´ımite de un punto x ∈M , si existe una
subsucesio´n ni → +∞ tal que fni(x)→ y.
El conjunto de puntos ω − l´ımite de x es llamado el conjunto ω − l´ımite de x y es
denotado por ω(x), esto es:
ω(x) = {y ∈M : fni(x)→ y para alguna subsucesio´n ni → +∞}
El inverso de f define el conjunto α − l´ımite de x. Es decir, si la aplicacio´n f es
invertible, entonces el conjunto α − l´ımite de x por f , notado por α(x) se define
como el ω − l´ımite de x por f−1(x).
α(x) = {y ∈M : (f−1)ni(x)→ y para alguna subsucesio´n ni → +∞}.
en otras palabras, el α − l´ımite y el ω − l´ımite son los conjuntos de puntos donde
nace y muere la o´rbita respectivamente.
Nota 3 Cualquier punto perio´dico es propiamente un punto ω− l´ımite y α− l´ımite
1.2.3. Conjunto invariante, transitivo, aislado y attracting
Un subconjunto Λ ⊂M es para f :
invariante, si f(Λ) = Λ;
Transitivo, si Λ = ω(x) para algu´n x ∈ Λ, en otras palabras, la o´rbita hacia el
futuro de algu´n punto x ∈ Λ es densa en Λ;
Aislado, si existe una vecindad U de Λ en M tal que Λ ⊂ int(U) y
Λ =
⋂
n∈Z
fn(U)
la vecindad U es llamada el bloque aislante.
Attracting, si es aislado y tiene un bloque aislante positivamente invariante,
es decir,
fn(U) ⊂ U ;∀n ≥ 0
Un atractor, si el conjunto atracting es transitivo.
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Algunas observaciones sobre la invarianza:
Cualquier o´rbita es invariante.
Es fa´cil ver que Λ es invariante si y so´lo si Λ es unio´n de o´rbitas.
Per(f) y Fix(f) son dos conjuntos invariantes importantes as´ı como lo son ∅
y M .
Teorema 1 Si Λ es invariante, tambie´n lo son Λ, ∂(Λ) y Int(Λ).
Demostracio´n. Es claro que fΛ ⊂ fΛ = Λ.
Igualmente f−1(Λ) ⊂ Λ luego fΛ ⊃ Λ. Esto prueba que fΛ = Λ.
Las otras dos partes del teorema se prueban de igual manera, con lo cual queda
demostrado el teorema.
El principal punto de intere´s en sistemas dina´micos es el comportamiento del l´ımite
de las o´rbitas, por ello los conjuntos cerrados invariantes sera´n de importancia para
el desarrollo de la tema´tica; des-afortunadamente el conjunto Per(f) de puntos
perio´dicos es generalmente no cerrado; sin embargo el conjunto Fix(f) de puntos
fijos es siempre cerrado. Veamos esta u´ltima afirmacio´n:
Afirmacio´n 1 El conjunto Fix(f) de puntos fijos es siempre cerrado.
Demostracio´n. Si el conjunto de puntos fijos Fix(f) es finito, entonces es cerrado.
Si el conjunto Fix(f) de puntos fijos es infinito, entonces tome una sucesio´n de
puntos fijos distintos que convergen en M , luego veamos que este l´ımite es punto
fijo. Sea L el l´ımite al cual converge esta sucesio´n, con L ∈ M y sea Pn un punto
fijo, es decir, Pn ∈ Fix(f), ahora bien, limn→∞Pn = L, y como Pn es punto fijo,
f(Pn) = Pn por tanto limn→∞f(Pn) = f(limn→∞Pn) = f(L) = L luego el conjunto
de puntos fijos es cerrado.
Teorema 2 Para cualquier x ∈ X, ω(x) es no vac´ıo, cerrado e invariante. Adema´s,
lim d(fn(x), ω(x)) = 0 cuando n→∞
Demostracio´n. El conjunto ω(x) es claramente no vac´ıo y cerrado; para probar la
invarianza primero probamos f(ω(x)) ⊂ ω(x).
Sea y ∈ ω(x). Luego existe una subsucesio´n ni tal que fni(x) → y, entonces
fni+1(x)→ f(y), esto prueba f(x) ∈ ω(x), luego f(ω(x)) ⊂ ω(x).
Un argumento similar proporciona f−1(ω(x)) ⊂ ω(x), por tanto ω(x) es invariante.
Ahora suponga que el l´ımite de las distancias no es cero, entonces existe 0 > 0 y
una subsucesio´n ni tal que
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d(fni(x), ω(x)) ≥ 0 ∀i.
Por u´ltimo sea nik una subsucesio´n ma´s lejana, entonces f
nik → z /∈ ω(x), esto es
una contradiccio´n con lo cual se prueba el teorema.
El conjunto ω-l´ımite, ω(x) y el conjunto α-l´ımite, α(x) dependen del punto x. En-
tonces para encargarse del comportamiento del l´ımite de todos los puntos necesi-
tamos considerar la unio´n de ω(x) y α(x) para todos los x ∈ X. Esta unio´n es
usualmente no cerrada, esto nos permite considerar la clausura de la unio´n; ma´s
precisamente, se define el conjunto l´ımite de Newhause (1972) como
L(f) =
⋃
x∈M
ω(x) ∪ α(x)
As´ı que L(f) contiene un gran comportamiento del camino de todas las o´rbitas y
claramente,
Per(f) ⊂ L(f)
A la clausura de la unio´n de los conjuntos ω-l´ımites se le conoce como el
conjunto l´ımite positivo, es decir, Lω(f) = L
+(f) = CL
( ⋃
x∈M
ωf (x)
)
.
A la clausura de la unio´n de los conjuntos α-l´ımites se le conoce como el
conjunto l´ımite negativo, es decir, Lα(f) = L
−(f) = CL
( ⋃
x∈M
αf (x)
)
.
Un punto p ∈ M es llamado errante bajo f si existe una vecindad U tal que
fn(U) ∩ U = ∅ ∀n 6= 0.
Un punto p ∈M se llama no-errante, si para cualquier vecindad U de p existe
m 6= 0 tal que fm(U) ∩ U 6= ∅. Esto es lo mismo que decir que para cualquier
vecindad V de p, existe alguna o´rbita que choca a V por lo menos dos veces.
El conjunto de puntos no errantes de f es denotado por Ω(f), el cual es un
conjunto cerrado e invariante
Teorema 3 El conjunto de puntos no errantes Ω(f) es un conjunto no vac´ıo, ce-
rrado e invariante que contiene a L(f). Ver [WLAN02]
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1.3. Conceptos ba´sicos para flujos (o campos)
1.3.1. O´rbita y singularidad
De aqu´ı en adelante M denota una k-variedad Riemanniana cerrada (compacta sin
borde). Sea X un campo vectorial de clase Cr, r ≥ 1 sobre M . Se denota tambie´n
por Xt, t ∈ R, el flujo generado por X, recuerde que este flujo es una Cr - accio´n
X : R×M →M , es decir, X0 = idM y Xs ◦Xt = Xt+s para todo s, t ∈ R.
Una o´rbita de X es un conjunto O = OX(p) = {Xt(p) : t ∈ R} para algu´n
p ∈M .
Una singularidad de X es un punto σ ∈M tal que X(σ) = 0 (equivalentemente
OX(σ) = {σ})
Una o´rbita perio´dica de X es una o´rbita O = OX(p) tal que XT (p) = p para
algu´n nu´mero mı´nimo T > 0 (equivalentemente O es compacto y O 6= {p}).
Una o´rbita cerrada de X es una singularidad o una o´rbita perio´dica de X.
Nota 4 Cualquiera dos o´rbitas son ide´nticas o son disyuntas.
1.3.2. Conjuntos ω − l´ımite y α− l´ımite para flujos
El conjunto omega l´ımite de un punto p ∈M es el conjunto ωX(p) = {x ∈M : x =
l´ımn→∞Xtn(p), para alguna sucesio´n tn →∞}.
El conjunto alfa l´ımite de un punto p ∈ M es el conjunto αX(p) = {x ∈ M : x =
l´ımn→∞X−tn(p), para alguna sucesio´n tn →∞}.
Un punto p ∈M es llamado no errante para X, si para cada T > 0 y cada vecindad
U en M de p existe t > T tal que Xt(U)∩U 6= ∅. El conjunto de puntos no errantes
de X es denotado por Ω(X) o por Ω(Xt).
1.3.3. Conjunto invariante, transitivo, no trivial y aislado
Un conjunto compacto Λ ⊂M , es:
Invariante si Xt(Λ) = Λ,∀t ∈ R;
Transitivo si Λ = ωX(p) para algu´n p ∈ Λ y singular si este tiene una singu-
laridad.
No trivial si Λ no es una o´rbita cerrada de X.
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Aislado si existe una vecindad compacta U de Λ tal que Λ ⊂ int(U) y
Λ =
⋂
Xt(U).
La vecindad U es llamada el bloque aislante.
Un sumidero si este es aislado y tiene un bloque positivamente invariante U ,
es decir,
Xt(U) ⊂ U,∀t ≥ 0
Atractor si es un sumidero transitivo.
En otras palabras, un sumidero es un conjunto compacto tal que la o´rbita positiva
de cada punto cerca de e´l converge al conjunto.
Nota 5 Los sumideros son aislados, pero no rec´ıprocamente, por ejemplo, una sin-
gularidad tipo silla es aislada y no es un sumidero.
1.4. Conjunto hiperbo´lico para difeomorfismos
En esta seccio´n se dara´ la ilustracio´n formal sobre este concepto, y luego se descri-
bira´ el conjunto de la herradura de Smale, ya que es el primer conjunto hiperbo´lico
no trivial el cual aparecio´ histo´ricamente e inspiro´ la teor´ıa entera.
Un conjunto compacto invariante Λ de f : M →M es hiperbo´lico si:
Para cada x ∈ Λ el espacio tangente a M se descompone como una suma
directa entre Esx y E
u
x , esto es, TxM = E
s
x ⊕ Eux .
La descomposicio´n es invariante bajo la accio´n de la derivada, es decir,Dfx(E
s
x) =
Esf(x) y Dfx(E
u
x) = E
u
f(x).
Existe 0 < λ < 1 y C ≥ 1 independiente de x tal que para todo n ≥ 0, se
tiene:
|Dfnx vs| ≤ Cλn|vs| para vs ∈ Esx,
y
|Df−nx vu| ≤ Cλn|vu| para vu ∈ Eux .
Una O´rbita perio´dica de f es hiperbo´lica si ella es hiperbo´lica como conjunto com-
pacto invariante de f .
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1.4.1. Variedad estable e inestable para difeomorfismos
Por la teor´ıa de la variedad invariante [HPS77] se tiene que si Λ ⊂M es un conjunto
hiperbo´lico para f , entonces para todo x ∈ Λ los conjuntos:
W s(x, f) = {y ∈M : d(fn(y), fn(x))→ 0 cuando n→∞}
y
W u(x, f) = {y ∈M : d(fn(y), fn(x))→ 0 cuando n→ −∞}
son Cr subvariedades inmersas de M tangentes a Esx y E
u
x respectivamente, y son
llamadas variedades estables e inestables del punto x las cuales son invariantes por f .
Si p ∈ Λ es un punto fijo hiperbo´lico, entonces W s(p) es el conjunto de puntos de Λ
que tienen a p como su ω-l´ımite y W u(p) es el conjunto de puntos de Λ que tienen
a p como su α-l´ımite
Para β > 0 se denota por Bβ ⊂M la bola de centro p y radio β. Los conjuntos:
W sβ(p) = {q ∈ Bβ : fn(q) ∈ Bβ, ∀n ≥ 0}
y
W uβ (p) = {q ∈ Bβ : f−n(q) ∈ Bβ, ∀n ≥ 0},
son llamados las variedades estables e inestables locales de taman˜o β del punto fijo p.
Para todo x ∈ Λ se define:
W s(O(x, f)) =
⋃
n∈Z
W s(fn(x), f)
y
W u(O(x, f)) =
⋃
n∈Z
W u(fn(x), f),
los conjuntos estable e inestable respectivamente de la o´rbita de x.
Cuando la o´rbita de x es compacta (o´rbita perio´dica o punto fijo), entoncesW s(O(x, f))
y W u(O(x, f)) representan las variedades estable e inestable de la o´rbita de x re-
spectivamente.
Definicio´n 4 La clase homocl´ınica asociada a una o´rbita perio´dica hiperbo´lica O =
O(x, f) de f , denotada por Hf (O), es la clausura del conjunto de puntos de la
interseccio´n transversa entre W s(O) y W u(O), es decir,
Hf (O) = CL(W
s(O) t W u(O)).
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Definicio´n 5 Un difeomorfismo f : M → M es llamado un axioma A, si Ω(f) es
hiperbo´lico y Ω(f) = Per(f), es decir, los puntos perio´dicos de f son densos en Ω.
Algunos ejemplos de difeomorfismos axioma A son: la herradura de Smale y el atrac-
tor de Plykin.
Definicio´n 6 La herradura de Smale es el resultado de una sucesio´n infinita de ope-
raciones en una unidad cuadrada. Para hacer esto, primero se comprime el cuadrado
por un factor λ con 0 < λ < 1 en la direccio´n x, luego se estira por un factor µ > 1
en la direccio´n y, a continuacio´n, doble el recta´ngulo y lo intersecta de nuevo con el
cuadrado original. La repeticio´n de este proceso, genera la herradura atractor.
A continuacio´n se describe la construccio´n geome´trica de la herradura de Smale.
1.4.2. Construccio´n Geome´trica de la herradura de Smale
Conside´rese en R2 el recta´ngulo D = I2, donde I = [0, 1] es un intervalo cerrado y
acotado de R. Sea la funcio´n f : D → R2, con D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤
y ≤ 1}.
Figura 4. Construccio´n de la herradura.
La funcio´n f actu´a sobre D de la siguiente manera:
Contrae D en la direccio´n horizontal un factor λ, donde 0 < λ < 1
2
y lo expande
en direccio´n vertical por un factor µ, donde µ > 2.
Dobla en el medio y lo intersecta con D, de tal manera que f(D) intersecta a
D en dos recta´ngulos verticales.
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Si H0 = I× [15 , 25 ] y H1 = I× [35 , 45 ], se puede encontrar un difeomorfismo f del plano
de tal forma que f(H0) = I0 = [
1
5
, 2
5
]× I y f(H1) = I1 = [35 , 45 ]× I y la imagen del
resto del cuadrado quede por fuera del mismo como lo muestra la figura 5, es decir,
suponga que f en las franjas H0 y H1 es la transformacio´n lineal f(x, y) = (x/5, 5y)
y aplica el cuadrado D en una herradura como lo muestra la Figura 5.
Figura 5. Construccio´n de un conjunto hiperbo´lico.
As´ı obtenemos D∩ f(D) = I0 ∪ I1 = f(D∩H0)∪ f(D∩H1) que son las dos franjas
verticales. Al intersectarlas con H0 y H1 se obtienen 4 recta´ngulos que al iterar al
futuro se transforman en 4 franjas verticales de ancho 1
52
D ∩ f(D) ∩ f 2(D) = f(f(D) ∩H0) ∪ f(f(D) ∩H1)
En general se tiene que
⋂n
j=0 f
j(D) sera´n 2n franjas verticales de ancho (1
5
)n. Ana´loga-
mente,
⋂0
j=−n f
j(D) sera´n 2n franjas horizontales de ancho (1
5
)n y por ende la⋂n
j=−n f
j(D) sera´n 4n cuadrados de lado (1
5
)n, por tanto las intersecciones de to-
dos los iterados de D (al futuro y al pasado) sera´n el producto cartesiano de dos
conjuntos de Cantor iguales.
Λ =
⋂
n∈Z
fn(D) = C × C.
Por lo tanto Λ sera´ el conjunto formado por los puntos cuyas o´rbitas permanecen
en D.
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1.4.3. Observaciones del la herradura de Smale
El producto C × I sera´ el conjunto de puntos cuya o´rbita pasada se encuentra
contenida en D.
El producto I ×C sera´ el conjunto de puntos que al iterarse por f no saldra´n
de D nunca.
El conjunto Λ es hiperbo´lico, ya que tomando como descomposicio´n de su tan-
gente (identificado con R2) las direcciones horizontal y vertical, es inmediato
observar que estas son invariantes por el diferencial de f (es af´ın en Λ) y en
ellas contrae y expande respectivamente con un factor uniforme.
La construccio´n se puede hacer en cualquier dimensio´n mayor o igual a 2,
partiendo de un cubo n dimensional, efectua´ndole una transformacio´n lineal
hiperbo´lica y luego deforma´ndolo de forma tal de que la interseccio´n con el
cubo inicial tenga al menos 2 componentes conexas.
Topolo´gicamente el conjunto Λ (la herradura de Smale), es un conjunto de
Cantor con puntos perio´dicos densos, y con una o´rbita densa, de hecho la
funcio´n f restringida a Λ es topolo´gicamente conjugado al shift de 2-s´ımbolos
Σ2.
La construccio´n se puede realizar en S2, f : S2 → S2 (Ver [Sm67]). En la semi-esfera
inferior S2− se coloca un punto fijo hiperbo´lico atractor q como el conjunto maximal
invariante, y la semi-esfera superior S2+ lo asumimos positivamente invariante, donde
su conjunto maximal invariante consiste de la herradura Λ junto con un punto fijo
hiperbo´lico sumidero p como se muestra en la Figura 6.
Nota 6 Se puede observar que Ω(f) = Λ ∪ {p} ∪ {q}.
Figura 6. Conjunto hiperbo´lico no trivial.
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1.5. Conjuntos hiperbo´lico y singular hiperbo´lico
para flujos
Definicio´n 7 Un conjunto compacto invariante H ⊂ M de X es hiperbo´lico si
existe una descomposicio´n continua y DXt-invarainte del fibrado tangente de M
sobre H de la forma
TM = Es ⊕ EX ⊕ Eu,
tal que para algunas constantes K,λ > 0 y una me´trica Riemanniana en M se tiene
(ver [HK95],[PT93]):
1. ‖DXt/Es‖ ≤ Ke−λt,∀t > 0 es decir, Es es el subfibrado (K,λ)-contractor;
2. ‖DX−t/Eu‖ ≤ Ke−λt,∀t > 0 es decir, Eu es el subfibrado (K,λ)-expansor;
3. EX = 〈X〉 (es decir, EX es la direccio´n del campo)
La condicio´n (2.) de la definicio´n anterior puede ser cambiada por la siguiente:
m(DXt/E
u) ≥ K−1eλt,∀t > 0.
Una o´rbita cerrada de X es hiperbo´lica, si ella es hiperbo´lica vista como un conjunto
compacto invariante de X.
Un conjunto hiperbo´lico H es tipo silla, si Esx 6= 0 y Eux 6= 0 para todo x ∈ H. El
ejemplo ma´s representativo de un conjunto tipo silla de un flujo 3-dimensional es la
suspensio´n del difeomorfismo de la herradura de Smale en S2 [PT93].
1.5.1. Conjunto parcialmente hiperbo´lico y singular hiperbo´li-
co para flujos
Definicio´n 8 Sea Λ ⊂M un conjunto compacto invariante de X. Una descomposi-
cio´n continua y DXt-invariante del fibrado tangente de M sobre Λ, de la forma
TΛM = EΛ ⊕ FΛ,
es una descomposicio´n dominada, si existen constantes positivas K,λ y una me´trica
Riemanniana en M tal que
‖DXt(x)/Ex‖
m(DXt(x)/Fx)
≤ Ke−λt,∀x ∈ Λ,∀t > 0.
El subfibrado F es (K,λ)-dominado por el subfibrado E.
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Sea
m(A) = ı´nf
v 6=0
‖Av‖
‖v‖
La conorma del operador lineal A.
Observacio´n 1 Se asume que en una descomposicio´n dominada, los dos subfibrados
E y F son siempre no triviales.
En adelante se fija una me´trica Riemanniana en M dada en la definicio´n anterior.
De esta definicio´n, se tiene que Ex 6= 0 y Fx 6= 0 para todo x ∈ Λ.
Definicio´n 9 Un conjunto compacto invariante Λ de X es parcialmente hiperbo´li-
co, si e´ste exhibe una descomposicio´n dominada
TΛM = E
s
Λ ⊕ EcΛ
Tal que EsΛ es un subfibrado (K,λ)-contractor, es decir,
‖DXt(x)/Esx‖ ≤ Ke−λt,∀x ∈ Λ,∀t > 0.
El subfibrado EcΛ es llamado de subfibrado central.
Para x ∈ Λ y t ∈ R sea J ct (x) el valor absoluto del determinante de la transformacio´n
lineal
DXt(x)/E
c
x : E
c
x → EcXt(x).
Se dice que un conjunto Λ parcialmente hiperbo´lico expande volumen (o (K,λ)-
expande volumen) en el subfibrado central, si
J ct ≥ K−1eλt, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0.
Definicio´n 10 Un conjunto Λ compacto invariante de Xt es singular hiperbo´lico
para Xt si Λ es parcialmente hiperbo´lico, expande volumen en el subfibrado central
y cada singularidad en Λ es hiperbo´lica.
El ejemplo ma´s representativo de conjunto singular hiperbo´lico es el atractor ge-
ome´trico de Lorenz. Recientemente Tucker [Tuc99] probo´ que las ecuaciones de
Lorenz exhiben un atractor singular hiperbo´lico para ciertos valores representativos
de los para´metros.
Una descomposicio´n del fibrado tangente de M sobre Λ de la definicio´n anterior, es
llamada de descomposicio´n singular-hiperbo´lica.
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Un atractor (sumidero) singular-hiperbo´lico es un atractor (sumidero) y un conjunto
singular-hiperbo´lico para Xt.
Un repulsor singular hiperbo´lico es un repulsor y un conjunto singular-hiperbo´lico
para X−t.
Por definicio´n, un conjunto singular hiperbo´lico debe tener descomposicio´n domi-
nada, y por tanto los dos subfibrados tangentes son no triviales. Adema´s, en un
conjunto singular hiperbo´lico para Xt el subfibrado central expande volumen, y en
un conjunto singular hiperbo´lico para X−t el subfibrado central contrae volumen.
Entonces la definicio´n de conjunto singular-hiperbo´lico no admite los focos y las
fuentes. Consecuentemente, los conjuntos singulares-hiperbo´licos son una extensio´n
de los conjuntos hiperbo´licos tipo silla, y as´ı, los conjuntos sumideros singulares-
hiperbo´licos siempre son no triviales.
Definicio´n 11 Un conjunto aislado y transitivo Λ de X es C1 robusto transitivo, si
existe un bloque aislante U de Λ y una vecindad U de X (en el espacio de C1 flujos)
tal que
⋂
t∈R Yt(U) es un conjunto transitivo no trivial de Y, ∀Y ∈ U .
Se recuerda que los conjuntos singulares hiperbo´licos fueron introducidos en [MPP98]
para clasificar los conjuntos C1 robustos transitivos con singularidades sobre 3-
variedades.
Ma´s precisamente; si Λ es un conjunto C1 robusto transitivo con singularidades,
entonces Λ es un atractor o repulsor singular - hiperbo´lico. La rec´ıproca es falsa,
es decir, existen atractores singulares - hiperbo´licos que no son C1 robustos transi-
tivos. Por ejemplo, el atractor singular hiperbo´lico del flujo que tiene como seccio´n
transversal un anillo y mapea de vuelta aquella proporcio´n en la figura 7 (ver de-
scripcio´n de este ejemplo en [MP97a]).
Figura 7. Atractor que no es C1 robusto transitivo.
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Ahora se define un conjunto seccional hiperbo´lico en una n variedad para un flujo
Xt.
Definicio´n 12 Un conjunto seccional hiperbo´lico es un conjunto parcialmente hiperbo´li-
co Λ con singularidades hiperbo´licas y seccionalmente expandiendo el subfibrado cen-
tral EcΛ, es decir, existen K,λ > 0 tales que,
|Det(DXt(x)/Lcx)| ≥ K−1eλt,
para todo t > 0, x ∈ Λ y todo subespacio 2-dimensional Lcx de Ecx.
Nota 7 Los conjuntos seccionales hiperbo´licos sobre 3-variedades, son precisamente
los conjuntos singulares hiperbo´licos.
1.5.2. Variedades estable e inestable para flujos
Ahora se recordara´n algunas propiedades de los conjuntos hiperbo´licos [HPS77].
Para la teor´ıa de variedades invariantes se tiene que si H ⊂ M es un conjunto
hiperbo´lico para X, entonces para cada p ∈ H los conjuntos topolo´gicos
W ss(p,X) = {q ∈M : d(Xt(q), Xt(p))→ 0, cuando t→∞}
y
W uu(p,X) = {q ∈M : d(Xt(q), Xt(p))→ 0, cuando t→ −∞}
son variedades inmersas biunivocamente en M de clase Cr tangentes en p a Esp y E
u
p
respectivamente. Estas variedades se llaman variedades estables e inestables fuertes
y son conjuntos invariantes. Las variedades estables e inestables fuertes de taman˜o
 son definidas como
W ss (p,X) = {q ∈M : d(Xt(q), Xt(p)) ≤ , ∀t ≥ 0}
y
W uu (p,X) = {q ∈M : d(Xt(q), Xt(p)) ≤ , ∀t ≤ 0}
Por tanto, otra forma de obtener las variedades estables e inestables fuertes es la
siguiente:
W ss(p,X) =
⋃
t≥0
X−t(W ss (Xt(p), X))
y
W uu(p,X) =
⋃
t≥0
Xt(W
uu
 (X−t(p), X)).
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Si p, p′ ∈ H, se tiene que W ss(p,X) y W ss(p′, X) o son iguales o son disyuntas
(similarmente para W uu). Las transformaciones p ∈ H → W ss(p,X) y p ∈ H →
W uu(p,X) son continuas sobre subconjuntos compactos.
Para todo p ∈ H se define
W s(p,X) =
⋃
t∈R
W ss(Xt(p), X) y W
u(p,X) =
⋃
t∈R
W uu(Xt(p), X)
los conjuntos estables e inestables de la o´rbita del punto p. En general W s(p,X)
y W u(p,X) son tangentes en cada p ∈ H a Esp ⊕ EXp y EXp ⊕ Eup respectivamente
y dependen continuamente de p. Dado que M es 3-dimensional, los dos conjuntos
W s(p,X) y W u(p,X) son 2-dimensional, siempre que H sea un conjunto hiperbo´lico
tipo silla y X(p) 6= 0. Si p, p′ ∈ H, se tiene que W s(p,X) y W s(p′, X) o son iguales
o son disyuntos (similarmente para W u).
Cuando la o´rbita de p es cerrada, entonces W s(p,X) y W u(p,X) representan las
variedades estables e inestables de la o´rbita del punto p
Definicio´n 13 La clase homocl´ınica asociada a una o´rbita perio´dica hiperbo´lica
O = OX(p) de X, denotada por HX(p), es el cerrado del conjunto de puntos de
la interseccio´n transversa entre W s(p,X) y W u(p,X), es decir,
HX(p) = CL(W
u(p,X) t W s(p,X)).
Cap´ıtulo 2
Desarrollo del trabajo
2.1. Dimensio´n topolo´gica
La dimensio´n (del lat´ın dimensio, ”medida”) es esencialmente, el nu´mero de grados
de libertad para realizar un movimiento en el espacio. Comu´nmente, las dimensiones
de un objeto son las medidas que definen su forma y taman˜o.
Se han planteado muchas definiciones de dimensio´n para los diferentes tipos de
espacio. Sin embargo, todas esta´n basadas en el concepto de la dimensio´n de un
espacio eucl´ıdeo n, En. Por ejemplo, el punto E0 es 0-dimensional, la l´ınea E1 es
1-dimensional, y el plano E2 es 2-dimensional. En general, En es n-dimensional.
Definicio´n 14 Un conjunto Λ tiene dimensio´n topolo´gica cero con la condicio´n que
para cada punto p ∈ Λ existe una vecindad arbitrariamente pequen˜a U de p tal que
∂(U)∩Λ = ∅. (Sin embargo, no siempre es posible tomar U como una bola, como lo
muestra el ejemplo del collar de Antoine’s). Entonces inductivamente, un conjunto
Λ se dice que tiene dimensio´n n > 0 con la condicio´n que para cada punto p ∈ Λ
existe una vecindad arbitrariamente pequen˜a U de p tal que ∂(U)∩Λ tiene dimensio´n
n− 1. Ver Hurewicz and Wallman (1941) o Edgar (1990).
Vamos a denotar por DT (A) la dimensio´n topolo´gica del cunjunto A.
2.2. Algunos ejemplos de dimensio´n topolo´gica
Ejemplo 2 Si F = Q, el conjunto de los nu´meros racionales, se tiene que DT (F ) =
0. En efecto, sea x un nu´mero racional y U = (a, b) tal que x ∈ U , entonces se
construye V = (α, β), donde α, β son nu´meros irracionales tales que a < α < x <
β < b. Luego es claro que x ∈ V ⊂ U y ∂V ∩Q = ∅.
Ejemplo 3 Si F es un conjunto finito o enumerable, entonces DT (F ) = 0.
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Ejemplo 4 De igual manera se cumple que DT (R−Q) = 0, este ejemplo es ana´logo
al caso del conjunto de los nu´meros racionales .
Ejemplo 5 El conjunto tria´dico de Cantor C definido como la interseccio´n de to-
dos los subconjuntos cerrados de [0, 1] que se obtienen eliminando sucesivamente
los conjuntos abiertos (1
3
, 2
3
), (1
9
, 2
9
) ∪ (7
9
, 8
9
), etc. E´ste conjunto autosemejante tiene
DT (C) = 0
Demostracio´n. Sea x ∈ C y U = (a, b) tal que x ∈ U . Sea k suficientemente grande
de tal manera que el intervalo cerrado I en Ck que contiene a x sea tal que I ⊂ U .
Ahora se construye V de forma que I ⊂ V ⊂ U , con la condicio´n de que V no
intercepte a ningu´n otro intervalo cerrado de los que conforman Ck, entonces, ∂V ∩
Ck = ∅. Por otra parte, teniendo en cuenta la construccio´n de C, se ve que ∂V ∩C =
∂V ∩ C1 ∩ C2 ∩ ... ∩ Ck ∩ ... por tanto ∂V ∩ C = ∅
Definicio´n 15 Un conjunto invariante Λ es llamado un atractor cao´tico siempre
que e´ste sea un atractor y f tenga dependencia sensible a condiciones iniciales en
Λ. Un atractor con una estructura hiperbo´lica es llamado un atractor hiperbo´lico.
Definicio´n 16 Un atractor hiperbo´lico Λ es un atractor expanding si la dimensio´n
topolo´gica de Λ es igual a la dimensio´n de la descomposicio´n inestable Eu de su
fibrado tangente.
Como en un atractor W u(p) ⊂ Λ, siempre tenemos que la dimensio´n topolo´gica
es mayor o igual a la dimensio´n de la descomposicio´n inestable Eu de su fibrado
tangente.
Teorema 4 Sea Λ un conjunto atracting para f . Asuma que (i) p ∈ Λ es un punto
perio´dico hiperbo´lico o (ii) Λ tiene una estructura hiperbo´lica y p ∈ Λ. Entonces,
W u(p, f) ⊂ Λ.
Demostracio´n. Ver [Rob99] Pa´g. 328
2.2.1. El atractor solenoide
El siguiente es un ejemplo de un atractor hiperbo´lico el cual esta´ dado por una
funcio´n espec´ıfica llamada el solenoide, y que fue introducido como un ejemplo en
sistemas dina´micos por Smale (1967) y luego R. Williams (1967 - 1974) uso´ este
ejemplo para desarrollar la teor´ıa del atractor 1-dimensional.
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Definicio´n 17 Un solenoide es un espacio topolo´gico compacto y conexo (es decir
un continuo) que puede ser obtenido como el l´ımite inverso de un sistema inverso
de grupos topolo´gicos y homomorfismos continuos.
fk : Sk+1 → Sk, k ≥ 0,
donde cada Sk es un c´ırculo y fk es la funcio´n que envuelve uniformemente el c´ırculo
Sk+1, nk veces (nk ≥ 2) alrededor del c´ırculo Sk
Veamos la construccio´n geome´trica del solenoide en un espacio Eucl´ıdeo de tres
dimensiones R3.
2.2.2. Geometr´ıa del solenoide
Un espacio no vac´ıo que cumple con las propiedades de ser espacio me´trico, com-
pacto y conexo se le conoce como continuo. Uno de los ejemplos ma´s representativo
es el solenoide.
Para su construccio´n, to´mese el toro N en el espacio R3, figura 8. Luego N es un
espacio me´trico ya que N ⊂ R3 y R3 es un espacio me´trico. Por otro lado, N esta´ he-
cho de una so´la pieza lo cual indica que es conexo, tambie´n se ve que N se puede
encerrar por una esfera, entonces N es acotado y como N es un subconjunto cerrado
de R3 se sigue que N es un subconjunto compacto. Con esto se puede decir que N
es un continuo.
Figura 8. Toro so´lido continuo.
To´mese ahora un toro N1 que este´ contenido en N (da´ dos vueltas dentro de N);
este toro resulta ser tambie´n continuo. Nuevamente to´mese un toro f(N1) = N2
que este´ contenido en N1 (da´ dos vueltas dentro de N1), y por tanto N2 da cuatro
vueltas al toro N y es tambie´n un continuo. (Ver figuras 9 y 10).
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Figura 9. N1 ⊂ N .
Figura 10. N2 ⊂ N1 ⊂ N .
Continuando este proceso infinitas veces y ya habiendo construido el toro so´lido Nn,
se construye un toro so´lido Nn+1 que este´ contenido en Nn y que da dos vueltas
dentro de Nn, se puede observar que durante la construccio´n se obtiene una sucesio´n
de continuos anidados, esto es,
...Nn+1 ⊂ Nn ⊂ ... ⊂ N2 ⊂ N1 ⊂ N
Ahora bien, si el radio de N es 1, entonces el radio de N1 es
1
4
, el radio de N2 es
1
42
y
as´ı sucesivamente, luego el radio del toro Nn es
1
4n
, con lo cual el radio de los toros
so´lidos tiende a cero cuando n→∞
Observemos ahora como ser´ıa la construccio´n anal´ıtica del solenoide.
2.2.3. Algoritmo del solenoide
Para analizar la construccio´n del solenoide, se fija una sucesio´n de nu´meros naturales
(nk), nk ≥ 2 y sean:
D2 = {z ∈ C : |z| ≤ 1}, el disco de radio menor o igual a 1, donde D2 se
puede ver como un subconjunto de R2 aunque se use notacio´n compleja, esto es,
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D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} y
S1 = {t ∈ Rmod 1}, la circunferencia de radio 1.
Entonces, el toro so´lido esta´ dado por el producto cartesiano entre la circunferen-
cia S1 y el disco dos dimensional D2, dotado con la topolog´ıa producto, es decir,
N = S1 ×D2 es un toro so´lido en R3. Ver figura 8.
Se define la autoaplicacio´n f de N en s´ı misma por medio de una funcio´n g sobre
S1,
g : S1 → S1
dada por g(t) = 2tmod 1. Usando notacio´n compleja se tiene g(z) = z2 para |z| = 1,
La funcio´n g es llamada la funcio´n de doblamiento. Usando g la autoaplicacio´n (que
es un embedding), y considerando la aplicacio´n f , la cual aplica N estrictamente en
su interior, es decir, f : N → int(N), definida por:
f(t, z) = (g(t),
1
4
z +
1
2
e2piit)
donde z ∈ D2 es arbitrario y e2piit = (cos(2pit), sin(2pit)). Las constantes 1
4
y 1
2
en la
definicio´n son un poco arbitrarias con tal que la primera sea bastante pequen˜a para
hacer f uno a uno y la combinacio´n de las dos asegura que f(N) ⊂ N : 1
2
− 1
4
> 0 y
1
2
+ 1
4
< 1.
Geome´tricamente f actu´a de la siguiente manera: tome t ∈ S1, el disco D2(t) es
enviado por f en el disco D2(2t). La imagen del disco D2(t) es un disco de radio 1
4
con centro en el punto 1
2
(cos(2t), sin(2t)) ∈ D2(2t).
Globalmente f actu´a en la coordenada t dobla´ndola y en la direccio´n de D2 con-
trayendo fuertemente y con imagen un disco cuyo centro dependera´ de t. La imagen
de este disco es 1
4
el taman˜o del disco original, es decir, la imagen del toro N es
otro toro so´lido interior a N el cual se enrolla dos veces en N . En otras palabras,
la funcio´n se puede describir como contraer el toro en un factor de 1
4
y estirarlo dos
veces a lo largo de S1 y envolverlo en el toro sin que se autointersecte.
En sentido estricto, f no es un difeomorfismo debido a que no es sobre, aunque,
como f(N) ⊂ N, N es un bloque aislante para f . Luego se puede definir el conjunto
atracting Λ =
⋂
k≥0 f
k(N). Con lo cual Λ es un atractor hiperbo´lico expansivo para
f de dimensio´n topolo´gica 1, llamado solenoide. Por tanto el solenoide es un atractor
que esta contenido en un toro so´lido.
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Sea D(t) = {t} × D2, la fibra con a´ngulo fijo t. La funcio´n f toma una fibra D(t)
y la env´ıa dentro de la fibra D(2t) como se dijo antes. Tambie´n se puede usar la
notacio´n
D([t1, t2]) =
⋃
{D(t) : t ∈ [t1, t2]}.
Teniendo en cuenta el ana´lisis anterior, podemos enunciar el siguiente teorema,
Teorema 5 Sea Λ =
⋂
k≥0 f
k(N). Entonces Λ es un atractor hiperbo´lico expansivo
para f de dimensio´n topolo´gica uno, llamado el solenoide.
Para la demostracio´n del teorema, comenzamos analizando la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 1 Para cada t0 fijo, Λ ∩D(t0) es un conjunto de cantor.
Demostracio´n. Si f(t, z) ∈ D(t0), entonces g(t) = t0mod 1, as´ı t es t02 o t02 + 12 . La
imagen f(N) ∩D(t0) se muestra en la figura 11, para t0 = 0 y 0 < t0 < 12 .
Figura 11. f(N) ∩D(t0) para t0 = 0 y 0 < t0 < 12 .
No´tese que
f(D(
t0
2
)) = (t0,
1
4
D2 +
1
2
epit0i) y
f(D(
t0 + 1
2
)) = (t0,
1
4
D2 − 1
2
epit0i)
donde epit0i+pii = −epit0i. As´ı, las dos ima´genes esta´n en la misma fibra, pero son
reflexiones cada una de la otra a trave´s del origen en D(t0). Ellas son disyuntas
porque 1
2
− 1
4
> 0.
Ambas ima´genes esta´n en D(t0) ya que
1
2
+ 1
4
< 1, luego f(N) ⊂ N .
Ahora sea
Nk ≡
k⋂
j=0
f j(N) = fk(N).
Afirmacio´n 2 Para todo t ∈ S1, el conjunto Nk ∩D(t) es la unio´n de 2k discos de
radio (1
4
)k.
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Demostracio´n. La afirmacio´n es cierta para k = 0 y para k = 1,
se sigue que
Nk ∩D(t) = f(Nk−1 ∩D( t
2
)) ∪ f(Nk−1 ∩D( t
2
+
1
2
)).
Por induccio´n, Nk−1 ∩D( t2) y Nk−1 ∩D( t2 + 12) son cada una la unio´n de 2k−1 discos
de radio (1
4
)k−1.
Se sigue del hecho que f es una contraccio´n sobre las fibras por un factor de 1
4
que
f(Nk−1 ∩D( t2)) y f(Nk−1 ∩D( t2 + 12)) son cada uno la unio´n de 2k−1 discos de radio
(1
4
)k. y juntos son la unio´n de 2k discos de dicho radio.
Ahora, Λ =
⋂∞
k=0 f
k(N) =
⋂∞
k=0Nk, luego Λ∩D(t0) es un conjunto de Cantor. Esto
prueba el teorema.
2.2.4. Visualizacio´n del solenoide
Teniendo en cuenta la demostracio´n anterior se observa que la interseccio´n de to-
dos los toros so´lidos es un espacio me´trico, ya que esta´ contenido en R3, adema´s
la interseccio´n anidada de espacios cerrados en un espacio compacto es no vac´ıa.
[Mu02, Teorema 26.9, pa´gs. 193 y 194] y la interseccio´n anidada de continuos es un
continuo. [N92, Teorema 1.8, pa´g. 6], por tanto, se puede decir que el solenoide S es
un continuo.
Para su visualizacio´n se corta el solenoide con un plano P transversalmente, obser-
vando que en el plano P quedan discos que representan la construccio´n del solenoide
(figura 12), donde el disco ma´s grande representa el corte del plano P con N , los
dos discos medianos representan el corte del plano P con N1 y as´ı sucesivamente.
Figura 12. Plano transversal P y vista frontal del plano P
Por tanto cada vez que se hace un corte al solenoide con un plano transversal, la
interseccio´n de e´ste con el plano determina un conjunto de Cantor.
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Proposicio´n 2 El conjunto Λ tiene las siguientes propiedades:
(a) Λ es conexo.
(b) Λ no es localmente conexo.
(c) Λ no es conexo por caminos.
(d) la dimensio´n topolo´gica de Λ es uno.
Demostracio´n.
(a) Los conjuntos Nk son compactos, conexos y anidados, por tanto su interseccio´n
Λ es conexa.
(b) Para 0 < t2− t1 < 1, D([t1, t2])∩Nk, es la unio´n de 2k tubos torcidos (vueltas).
Para cualquier vecindad U de un punto p en Λ existe una escogencia de t1 y t2
y un k grande tal que U contiene dos de estos tubos. Donde cada tubo contiene
algunos puntos de Λ, esto muestra que Λ no es localmente conexo.
(c) Fije p = (t0, z0) ∈ Λ. Por induccio´n, para k ≥ 1 existe un punto qk ∈ Λ ∩D(t0)
tal que (i) para k ≥ 2, qk esta´ en la misma componente de Nk−1∩D(t0) como de
qk−1, y (ii) cualquier camino de p a qk en Nk debe ir alrededor de S1 al menos
2k−1 veces. (Esto espec´ıfica la componente de N ∩D(t0) en la que qk pertenece.)
Por construccio´n la sucesio´n {qk}∞k=1 es de Cauchy. Sea q el punto l´ımite de la qk
el cual es un punto de Λ donde Λ es cerrado. Afirmamos que no existe camino
continuo en Λ de p a q. Este punto l´ımite q esta´ en la misma componente de
Nk ∩ D(t0) como de qk y cualquier camino de p a q en Nk debe intersectar
a D(t0) al menos 2
k−1 veces, yendo alrededor de S1 entre cada una de e´stas
intersecciones. As´ı, si hubiese un camino continuo en Λ de p a q, tendr´ıa que
intersectar D(t0) infinitas veces (al menos 2
k−1 veces para un k arbitrariamente
grande), yendo alrededor de S1 entre cada una de estas intersecciones. Un
camino continuo no puede ir alrededor de S1 un nu´mero infinito de veces, por
tanto esto contradice la suposicio´n que existe un camino continuo en Λ de p a
q, y prueba que Λ no es conexo por caminos.
(d) En cada fibra, Λ∩D(t0) es totalmente disconexo, luego tiene dimensio´n topolo´gi-
ca cero. En un segmento de N,Λ ∩ D([t1, t2]) es homeomorfo al producto de
Λ∩D(t1) y el intervalo [t1, t2], y por tanto tiene dimensio´n topolo´gica uno. Con
esto se prueba la proposicio´n.
As´ı queda demostrada la proposicio´n.
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2.2.5. Otras propiedades del solenoide
(a) Es un grupo topolo´gico, es decir, se le puede dar una operacio´n (continua) con
la que resulte ser un grupo, de tal manera que al enviar cada elemento a su
inverso, tambie´n resulta ser una funcio´n continua.
(b) Es homoge´neo, es decir, para cada par de puntos p y q existe un homeomorfismo
que env´ıa uno en el otro.
(c) Todos sus subconjuntos propios son arcos.
(d) Es indescomponible, se dice que es descomponible si se puede expresar como
unio´n de dos de sus subconjuntos propios y es indescomponible si este no es el
caso.
(e) El solenoide coincide con la clase de los grupos topolo´gicos abelianos que son
continuos indescomponibles ver [He38].
(f) El solenoide no puede ser la imagen continua de ningu´n subcontinuo del plano.
Demostrado por [F59, Theorem 2 pa´g 541] esta u´ltima propiedad en realidad la
comparten todos los solenoides, pero la demostracio´n fue dada por ([Mc63, pa´g.
82]). Como consecuencia de este resultado, se tiene que
(g) Ningu´n solenoide se puede encajar en el plano.
2.3. Dimensio´n topolo´gica para conjuntos singu-
lares hiperbo´licos
2.3.1. Conjunto singular hiperbo´lico 1-dimensional
En esta seccio´n se estudiara´ la dimensio´n topolo´gica para conjuntos singulares
hiperbo´licos, una clase de conjuntos no expansivos parcialmente hiperbo´licos en los
que se incluye el atractor geome´trico de Lorenz y la herradura singular (Morales et al
1998), adema´s se analizara´ que para un 3-variedad, todo subconjunto compacto no
singular invariante de un conjunto transitivo singular hiperbo´lico es 1-dimensional,
hecho mostrado por el doctor Morales. Ver [MOR03].
Recue´rdese que la clase de conjuntos transitivos singulares hiperbo´licos incluye el
atractor geome´trico de Lorenz y la herradura singular (Guckenheimer y Williams
1979, Labarca y Pac´ıfico 1986.)
Los sistemas minimales para difeomorfismos axioma A son siempre 0-dimensional,
mientras que los sistemas minimales para flujos axioma A son 1-dimensional, o´ un
u´nico punto (de 0-dim), ver Bowen (1970,1973). Resultados similares se tienen para
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homeomorfismos expansivos y ciertos flujos expansivos en espacios me´tricos com-
pactos (Man˜e 1979, Keynes and Sears 1981).
En particular, los subconjuntos minimales no singulares del atractor geome´trico de
Lorenz y la herradura singular son 1-dimensional, con esto, podemos generalizar los
resultados sobre conjuntos minimales para flujos axioma A (Bowen 1973) a la clase
de flujos singulares axioma A (Morales et al. 1999).
2.3.2. Construccio´n de curvas horizontales y verticales
Sea X un campo de clase Cr, r ≥ 1 sobre una 3-variedad cerrada.
Una seccio´n transversal de X es un 2-disco D transverso a X. El interior y la fron-
tera de D son denotados por Int(D) y ∂D respectivamente.
Un recta´ngulo para X es una seccio´n transversal D difeomorfa a [0, 1]×[0, 1]. En este
caso ∂D consiste de dos partes ∂D = ∂vD∪∂hD, de tal manera que ∂vD = Dlv∪Drv
y ∂hD = Dth ∪Dbh donde las curvas Div(i = l, r) y Dih(i = t, b) son como en la figura
14. Se asume siempre que ID, la imagen de 0 × [0, 1] es una curva tangente a la
direccio´n central TD ∩ Ec donde TD denota el espacio tangente de D.
Sea H un conjunto hiperbo´lico de X y D una seccio´n transversal intersectando
H (figura 13). Si x ∈ H ∩ D denotamos por W s(x,D) la componente conexa de
W s(x) ∩ D conteniendo a x. La continuidad de x ∈ H → W s(x) en partes com-
pactas implica que la funcio´n x ∈ H ∩ D → W s(x,D) sea continua. La familia de
curvas {W s(x,D) : x ∈ H ∩ D} es disyunta dos a dos. Similarmente se define la
familia de curvas {W u(x,D) : x ∈ H} dependiendo continuamente de x ∈ H.
Ana´logamente se construyen las curvas en un conjunto singular hiperbo´lico.
Sea Λ un conjunto transitivo singular hiperbo´lico de X y D una seccio´n transversal
intersectando a Λ. Cada x ∈ D es regular, y as´ı F sx es 2-dimensional ∀x ∈ Λ ∩D.
Si x ∈ Λ ∩ D se denota por F s(x,D) la componente conexa de F sx ∩ D conte-
niendo a x. La continuidad de F sx a los puntos regulares implica que la funcio´n
x ∈ Λ∩D → F s(x,D) sea continua. La familia {F s(x,D) : x ∈ Λ∩D} es disyunta
dos a dos.
Si H ⊂ Λ es hiperbo´lico, entonces W s(x,D) = F s(x,D) ya que Es es el subfibrado
contractor sobre H y Λ. Ver propiedades enunciadas en los preliminares seccio´n 1.2
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Σ∩ Flujo = nube de puntos
Figura 13. Seccio´n transversal
Figura 14. Seccio´n transversal vista frontal
Para todo z ∈ Λ regular es fa´cil de encontrar un recta´ngulo D, z ∈ Int(D) tal que
F s(z,D) es una curva que atraviesa a D como en la figura 14. En este caso se dice
que es una curva horizontal en D, si e´sta es la gra´fica de una funcio´n F s(z,D)→ ID
transversa a ∂vD.
Podemos ahora analizar con detalle el siguiente teorema
Teorema 6 Todo subconjunto compacto no singular invariante de un conjunto tran-
sitivo singular hiperbo´lico de X es 1-dimensional.
La prueba se descompone en 4 lemas, los cuales ayudan a construir y concluir la
demostracio´n del teorema.
Lema 1 Sea Λ un conjunto transitivo singular hiperbo´lico de un flujo 3-dimensional
X. Entonces para cada punto regular z ∈ Λ existe un recta´ngulo Σ de X tal que:
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1. z ∈ Int(Σ)
2. F s(x,Σ) es una curva horizontal para todo x ∈ Λ ∩ Σ
3. Si Λ ∩ Σth 6= ∅ entonces Σth = F s(y,Σ) para algu´n y ∈ Λ ∩ Σ.
4. Si Λ ∩ Σbh 6= ∅ entonces Σbh = F s(y,Σ) para algu´n y ∈ Λ ∩ Σ.
Demostracio´n. De la construccio´n de curvas mencionada al inicio de la seccio´n,
se puede tomar a z un punto regular (esto es el campo X(z) 6= 0) de Λ, D una
seccio´n transversal con z ∈ Int(D), tal que F s(z,D) es una curva horizontal como
se muestra en la figura 14. En particular F s(z,D) divide a D en dos subrecta´ngulos
D+, D−. Encogiendo D si es necesario podemos asumir que ∂vD es tangente a la
direccio´n central TD ∩ Ec, (ver figura 15) luego la prueba se concluye con los sigu-
ientes casos:
Figura 15.
Ec contiene la direccio´n del campo y es 2-dimensional, entra perpendicular al
plano tangente.
Caso I
Si z es aislado en Λ∩D. En este caso Σ = D es decir se reduce D tal que Λ∩D = {z},
entonces existe una vecindad V de z en Λ∩D tal que (Λ∩D)∩ V = {z} donde las
vecindades de Λ ∩D son vecindades de D intersectadas con Λ, luego z satisface las
propiedades enumeradas anteriormente, ver figura 16 .
Figura 16.
z aislado en Λ ∩D
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Caso II
Si Λ ∩ D ⊂ F s(z,D) ∪ ∂D, entonces se encoge D si es necesario, luego se puede
asumir que Λ ∩D ⊂ F s(z,D). En particular Λ ∩ ∂hD = ∅. Ahora se define Σ = D,
luego z ∈ Int(Σ) y por ende la propiedad (1) del lema se cumple. Ahora si x ∈ Λ∩Σ
entonces F s(x,D) = F s(z,D), donde Λ ∩D ⊂ F s(x,D) luego la propiedad (2) del
lema se tiene. Por u´ltimo si Λ ∩ ∂hΣ = ∅, entonces se cumplen las propiedades (3)
y (4) ya que e´stas no aplican. (Ver figura 17).
Figura 17.
Λ ∩D ⊂ F(z,D) ∪ ∂vD
Caso III
Si Λ ∩ Int(D+) = ∅ o si Λ ∩ Int(D−) = ∅, entonces por el caso I se puede asumir
que z no es aislado en Λ ∩D. Ahora se construye Σ solamente si Λ ∩ Int(D−) = ∅
y asumiendo que Λ ∩ Int(D+) 6= ∅ donde el resto de la contruccio´n es similar.
Como z no es aislado y Λ ∩ Int(D−) = ∅ se puede escoger w ∈ Int(D+) ∩ Λ
arbitrariamente cerca a z. Como x ∈ Λ ∩ D → F s(x,D) es continua, se sigue que
F s(w,D) es una curva horizontal bien definida cerca a F s(z,D). En particular,
F s(z,D),F s(w,D) forman la frontera horizontal de un recta´ngulo no trivial R en
D, es decir, ∂hR = {F s(z,D),F s(w,D)}. Se define ahora Σ = R ∪ D−. Entonces
∂hΣ = {Dbh,F s(w,D)}. Como z ∈ Int(R) y por la construccio´n dada arriba se
tiene entonces que la propiedad (1) del lema se cumple. Encogie´ndose D, por la
continuidad de x ∈ Λ∩D → F s(x,D), se tiene que si x ∈ Λ∩Σ, entonces F s(x,Σ)
esta´ cerca a F s(z,Σ) = F s(z,D). Esto implica la propiedad (2) del lema. Por u´ltimo
si ∂hΣ = {Dbh,F s(w,D)} y Dbh ∩ Λ = ∅ dado que Λ ∩ Int(D−) = ∅, entonces las
propiedades (3)y (4) se tienen. (Ver figura 18).
Figura 18.
Si Λ ∩ Int(D+) = ∅ o si Λ ∩ Int(D−) = ∅
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Caso IV
Si Λ ∩ Int(D+) 6= ∅ y Λ ∩ Int(D−) 6= ∅, nuevamente se asume que z no es aislado
en Λ ∩ D. Si z no es punto de acumulacio´n en Λ ∩ Int(D−), entonces se cae en el
caso III encogie´ndose D si es necesario. Similarmente si z no es punto de acumu-
lacio´n en Λ∩ Int(D+). As´ı, sin pe´rdida de generalidad se asume que existen puntos
w+ ∈ Λ∩D+ y w− ∈ Λ∩D− arbitrariamente cerca a z. Otra vez por la continuidad de
x ∈ Λ∩D → F s(x,D) implica que F s(w+, D) y F s(w−, D) son curvas horizontales
cerca a F s(z,D). Se sigue que F s(w+, D),F s(w−, D) forman la frontera horizon-
tal de un recta´ngulo no trivial R en D, es decir, ∂hR = {F s(w+, D),F s(w−, D)}.
Se define ahora Σ = R, entonces la propiedad (1) del lema se tiene, dado que
z ∈ Int(R) por la construccio´n hecha arriba. Si x ∈ Λ ∩ Σ, entonces F s(x,Σ)
esta´ cerca a F s(z,Σ) por continuidad, con esto se prueba la propiedad (2) del
lema. Por u´ltimo, las propiedades (3) y (4) se siguen como en el caso III, usan-
do ∂hR = {F s(w+, D),F s(w−, D)}. (Ver figura 19).
Figura 19.
Si Λ ∩ Int(D+) 6= ∅ y Λ ∩ Int(D−) 6= ∅
Dada una seccio´n transversal Σ, T ⊂ Σ y x ∈ T se denota por (T )x la componente
conexa de T conteniendo a x. como se muestra en la figura 20.
Figura 20.
(T )x denota la componente conexa de T conteniendo a x
Lema 2 Sea Λ un conjunto transitivo singular hiperbo´lico de un flujo 3-dimensional
X. Sea H ⊂ Λ un conjunto compacto no singular invariante de X. Para z ∈ H, sea
Σ el recta´ngulo de X como en el lema 1. si x ∈ H ∩ Σ y (H ∩ Σ)x 6= {x}, entonces
(H ∩ Σ)x contiene una curva no trivial en F s(x,Σ) ∪ ∂Σ.
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Demostracio´n. Fije z ∈ H y sea Σ el recta´ngulo del lema 1 para z (e´ste esta´ bien
definido ya que z es regular). Para probar que Σ satisface la conclusio´n del lema,
por contradiccio´n asuma que esto no es as´ı, es decir ∃x ∈ H ∩ Σ tal que :
(a) (H ∩ Σ)x 6= {x} y
(b) (H ∩ Σ)x no contiene curvas no triviales en F s(x,Σ) ∪ ∂Σ.
En primer lugar se prueba que (H∩Σ)x∩(Int(Σ)\F s(x,Σ)) 6= ∅. Por (a) se puede es-
coger y ∈ (H∩Σ)x\{x} suponga por contradiccio´n que (H∩Σ)x∩(Int(Σ)\F s(x,Σ)) =
∅. Entonces, (H ∩Σ)x ⊂ F s(x,Σ)∪∂Σ ya que el u´ltimo conjunto es una variedad 1-
dimensional y (H∩Σ)x es conexo, luego existira´ una curva en F s(x,Σ)∪∂Σ uniendo
x a y. Tal curva es no trivial ya que x 6= y. Esto es una contradiccio´n por (b) y el
resultado se tiene. (Ver figura 21).
Figura 21.
(H ∩ Σ)x denota la componente conexa de (H ∩ Σ) conteniendo a x.
Por la observacio´n previa existe y ∈ (H ∩ Σ)x ∩ (Int(Σ)\F s(x,Σ)). Claramente
y ∈ Λ ∩ Σ y as´ı, por (2) del lema 1, F s(y,Σ) es una curva horizontal en Σ. Debido
a que y /∈ F s(x,D) se tiene que F s(y,Σ) y F s(x,Σ) son disyuntas. Entonces existe
un recta´ngulo B ⊂ Σ de X tal que ∂hB = F s(y,Σ) ∪ F s(x,Σ). ver figura 22.
Ahora se prueba que H ∩ Int(B) 6= ∅. Por (b) el interior de las dos curvas verticales
formando ∂vB no esta´n contenidas en (H∩Σ)x. Esto permite escoger al, ar /∈ (H∩Σ)x
en cada curva vertical, ver figura 22. Claramente Int(B) ∪ {al, ar} separa a Σ en
dos componentes conexas una de las cuales contiene a x y la otra contiene a y, por
tanto se sigue que x, y pertenecen a diferentes componentes conexas de H ∩ Σ, lo
cual es una contradiccio´n y con esto se prueba el resultado.
Finalmente, se llega a la contradiccio´n de la siguiente manera. Por la observacio´n
anterior se puede escoger h ∈ H ∩ Int(B), sea p ∈ Λ tal que Λ = ωX(p), como h ∈ Λ
se tiene que h ∈ ωX(p). Por el teorema de la caja del flujo tubular (recuerde que
Σ es transversal ) existe p′ ∈ Λ en la o´rbita positiva de p arbitrariamente cerca a
h. En particular, p′ ∈ Int(B) as´ı, como en la figura 22, claramente p′ ∈ Λ ∩ Σ y
de esta manera, por (2) del lema 1, F s(p′,Σ) es una curva horizontal en Int(B).
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Note que F s(p′,Σ) separa a Σ en dos componetes conexas conteniendo a y y a x
respectivamente. Ver figura 22. Ya que x, y esta´n en la misma componente conexa de
H ∩Σ se concluye que existe un k ∈ F s(p′,Σ)∩H. Por la definicio´n de F s(p′,Σ) se
sigue que k y p′ tienen el mismo conjunto ω-l´ımite, ya que p′ esta´ en la o´rbita de p,
luego se concluye que ωX(k) = ωX(p), pero k ∈ H, H es un compacto y ωX(p) = Λ.
Se sigue que H = Λ y as´ı, H contiene una singularidad de X ya que Λ la tiene.
Como H no tiene singularidades se llega a una contradiccio´n, la cual prueba que Σ
satisface la conclusio´n del lema.
Figura 22.
Lema 3 Sea Λ un conjunto transitivo singular hiperbo´lico de un flujo 3-dimensional
X. Sea H ⊂ Λ un conjunto invariante, compacto no singular de X. Entonces para
cada z ∈ H existe una seccio´n transversal Σz de X tal que z ∈ Int(Σz) y H ∩Σz es
0-dimensional.
Demostracio´n. Fije z ∈ H y sea Σ = Σz el recta´ngulo del lema 2. Se probara´ que Σ
satisface la conclusio´n del lema 3. Como Σ viene del lema 1, se tiene que z ∈ Int(Σ),
resta probar que H ∩Σ es 0-dimensional. Ya que H ∩Σ es compacto basta mostrar
que H ∩ Σ es totalmente disconexo, a saber (H ∩ Σ)x = {x} para todo x ∈ H ∩ Σ
(ver Hurewicz and Walman 1941 (D)p.22). Suponga por contradiccio´n que no es
as´ı, entonces existe x ∈ H ∩ Σ tal que (H ∩ Σ)x 6= {x}. Por el lema 2 se tiene que
(H ∩ Σ)x contiene una curva no trivial J ⊂ F s(x,Σ) ∪ ∂Σ, se puede suponer que
J ⊂ F s(x,Σ) o´ J ⊂ ∂Σ, sin pe´rdida de generalidad. Luego la prueba concluye con
los siguientes casos:
Caso 1. J ⊂ F s(x,Σ). Como H no tiene singularidades se tiene que H es un conjun-
to hiperbo´lico tipo silla (Morales et al, 1999). As´ı que, W u(x,Σ) esta´ bien definida
∀x ∈ H ∩ Σ y x ∈ H → W u(x,Σ) es continua. Como de esta continuidad se puede
fijar un intervalo abierto K ⊂ J con la siguiente propiedad: la unio´n ∪y∈JW u(y,Σ)
cubre una banda vertical D como en la figura 23.
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Como Λ es transitivo existe p ∈ Λ tal que ωX(p) = Λ. como K ⊂ J ⊂ H ⊂ Λ,
existe un punto p′ ∈ Int(D) en la o´rbita positiva de p como en la figura 23. Se sigue
que existe p′ ∈ W u(y,Σ) para algu´n y ∈ J con la distancia d(p′, y) siendo pequen˜a.
Entonces, tomando la o´rbita negativa de y ∈ H, se sigue que p esta´ arbitrariamente
cerca a H. Como H es cerrado se tendra´ que p ∈ H, as´ı que Λ = H lo cual es una
contradiccio´n ya que H no tiene singularidades, esto proporciona la contradiccio´n
deseada en el caso 1.
Figura 23.
Caso 2: J ⊂ ∂Σ. En este caso se puede suponer que J ⊂ ∂hΣ o J ⊂ ∂vΣ se tienen.
Si J ⊂ ∂hΣ, entonces se fija y ∈ J y un recta´ngulo Σ′ alrededor de y′ y bastante
cerca a y tal que Σ′ esta´ foliado por {Fu(y,Σ′) : y ∈ J}. La existencia de y′,Σ′
satisfayendo estas hipo´tesis puede ser visto al ampliar el recta´ngulo Σ un pedazo y
escogiendo y′ en el interior del recta´ngulo resultante. Despue´s se procede como en
el caso anterior reemplazando y y Σ por y′ y Σ′ respectivamente. (Ver figura 24).
Figura 24.
Ahora suponga que J ⊂ ∂vΣ, fije y′ ∈ J y sea Σ′ el recta´ngulo ma´s pequen˜o alrededor
de y′ y bastante cerca a y tal que Σ′ es foliado por {F s(y,Σ′) : y ∈ J}. Como antes,
la existencia de y′,Σ′ pueden ser vistas ampliando Σ un pedazo y escogiendo y′
en el interior del recta´ngulo resultante. Como Λ es transitivo existe p ∈ Λ tal que
Λ = ωX(p). Claramente y
′ ∈ Λ, y as´ı que existe p′ ∈ Σ′ en la o´rbita positiva de p
cerca a y′. Ya que Σ′ es foliado por variedades estables se tiene que p′ ∈ F s(y,Σ′)
para algu´n y ∈ J . Como J ⊂ H se concluye como antes que Λ = H, y como H no
tiene singularidades se obtiene la contradiccio´n del caso 2. (Ver figura 25).
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Figura 25.
Lema 4 Sea Λ un conjunto transitivo singular hiperbo´lico de un flujo 3-dimensional
X. Si H es un conjunto compacto, no singular invariante de X, entonces H puede
ser cubierto por una coleccio´n finita de subconjuntos cerrados 1-dimensional.
Demostracio´n. Si z ∈ H, sea Σz la seccio´n transversal del lema 3. Se sigue que
z ∈ Int(Σz) y H ∩ Σz es 0-dimensional ∀x ∈ H. Para δ = δz > 0 suficientemente
pequen˜a la funcio´n (y, t) → Σz × [−δ, δ] → Xt(y) es un difeomorfismo sobre una
vecindad compacta Uz de z. Ya que H es invariante se tiene que este difeomorfismo
lleva (H ∩Σz)× [−δ, δ] precisamente sobre H ∩Uz. En particular, (H ∩Σz)× [−δ, δ]
y H ∩ Uz son homeomorfos.
Figura 26.
De otro lado, z ∈ Int(Uz), se sigue que la familia {Int(Uz) : z ∈ H} es un cubrim-
iento abierto de H, (ver figura 26). Por compacidad existen z1, ..., zr ∈ H tal que
H ⊂ ∪ri=1Int(Uzi), y as´ı, H ⊂ ∪ri=1(H ∩ Uzi). Para todo i se tiene que H ∩ Σzi es
0-dimensional. Se sigue que H ∩Uz es a lo ma´s 1-dimensional ya que e´ste es homeo-
morfo a (H ∩Σzi)× [−δ, δ] (Hurewicz and Wallman 1941, teorema III 4, p. 33). Esto
prueba que {H ∩ Uzi : i = 1, ..., r} es una coleccio´n finita de subconjuntos cerrados
1-dimensional cubriendo a H, (ver figura 26). luego el resultado esta´ probado.
Observacio´n 2 Pre-demostracio´n del teorema
Primero se toma Λ un conjunto transitivo singular hiperbo´lico de X, se construye
∀z ∈ Λ regular una seccio´n transversal Σ de X que contenga a z, luego se toma
x ∈ Λ ∩ Σ y se denota a F s(x,Σ) como la foliacio´n estable de Λ restringida a Σ.
Ahora sea T ⊂ Σ y x ∈ T , y denote por (T )x la componente conexa de T que
contiene a x, de tal manera que si H ⊂ Λ es un conjunto compacto no singular
invariante de X entonces, (H ∩ Σ)x es o {x} o contiene una curva no trivial en
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F s(x,Σ)∪∂Σ, con lo anterior se muestra que ∀z ∈ H, existe una seccio´n transversal
Σz de X que contiene a z en su interior tal que H∩Σz es 0-dimensional, ahora como
H es hiperbo´lico entonces tiene variedades inestables, por u´ltimo se prueba que H
puede ser cubierto por una coleccio´n finita de subconjuntos cerrados 1-dimensional
y usando la seccio´n transversal Σz y las propiedades de la dimensio´n topolo´gica se
concluye el teorema.
Ahora teniendo en cuenta los lemas y el ana´lisis anterior, se puede demostrar el
teorema.
Demostracio´n. Teorema 6
Sea X un flujo suave sobre una 3-variedad cerrada M . Sea Λ Un conjunto transitivo
singular hiperbo´lico de X. Sea H ⊂ Λ un conjunto compacto no singular invariante
de X. Por el lema 4 se tiene que H puede ser cubierto por una coleccio´n finita
de subconjuntos 1-dimensional. Se sigue de Hurewicz and Wallman (1984, teorema
III 2, p.30) que H es a lo sumo 1-dimensional. Como H esta´ formado por o´rbitas
regulares se tiene que H es al menos 1-dimensional, por tanto se tiene que H es
1-dimensional y el resultado deseado se tiene.
2.3.3. Aplicacio´n del resultado anterior
En esta seccio´n se calculara´ la dimensio´n topolo´gica de subconjuntos invariantes de
un conjunto singular hiperbo´lico, ya que es una aplicacio´n del resultado del teorema
6 seccio´n 2.3.2. Recuerde que la dimensio´n topolo´gica de un espacio S es -1, si S = ∅
o el mayor entero k para el cual cada punto tiene una vecindad en S suficientemente
pequen˜a cuya frontera tiene dimensio´n menor que k ([HW41]). Primero se dara´n
algunos comentarios de notacio´n y una definicio´n que se necesitan para demostrar
el lema 5 enunciado abajo.
Si X es un campo vectorial sobre M , se dice que una o´rbita perio´dica de X es
hiperbo´lica si los autovalores de la correspondiente transformacio´n del retorno de
Poincare´, tienen mo´dulo 6= 1. La o´rbita perio´dica es llamada tipo silla, si esta tiene
autovalores con mo´dulo > 1 y mo´dulo < 1. Se denotara por W uu(p,X) la variedad
inestable fuerte de un punto p en una o´rbita perio´dica hiperbo´lica tipo silla de X
(Ver [BSer05] seccio´n 5.5), tambie´n se denotara´ por O+X(z) = {Xt(z) : t ≥ 0} la
o´rbita positiva de z ∈M , y a Sing(X) al conjunto de singularidades de X.
Definicio´n 18 Sea Λ un conjunto compacto invariante de X. Sea q ∈ Λ y Σ un
subconjunto de M . Decimos que q satisface la propiedad (P )Σ, si existe una o´rbita
perio´dica tipo silla hiperbo´lica O ⊂ Λ de X, p ∈ O y un arco abierto I ⊂ W uu(p,X)
tal que :
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1. q ∈ ∂I.
2. Cl(O+X(q)) ∩ Σ = ∅
3. O+X(x) ∩ Σ 6= ∅ para cada x ∈ I
Figura 27: Propiedad (P )Σ.
Lema 5 Sea Λ un conjunto singular hiperbo´lico, suponga que q ∈ Λ satisface la
propiedad (P )Σ para algu´n subconjunto cerrado Σ. Si H
∗ ⊂ ωX(q) es un conjun-
to compacto invariante de X tal que Sing(X) ∩ H∗ = ∅, entonces la dimensio´n
topolo´gica de H∗ es 1.
Demostracio´n. Primero se muestra que para cada punto z ∈ Λ regular (es decir,
6= Sing(X)) existe una seccio´n transversal rectangular Σz tal que:
1. z ∈ Int(Σz).
2. Si x ∈ Λ∩Σ, entonces es una curva horizontal. Aqu´ı F s(x,Σz) representa una
folia estable que contiene el punto x.
La prueba de existencia de Σz dada en la seccio´n anterior no usa la hipo´tesis de
transitividad de Λ. Por tanto este resultado tambie´n es va´lido en nuestra situacio´n.
Este resultado corresponde al lema 1 de la seccio´n 2.3.2.
Ahora vamos a probar que si z ∈ H∗, entonces el recta´ngulo Σz anterior, satisface
que para todo x ∈ H∗ ∩ Σz, una componente conexa (H∗ ∩ Σz)x de H∗ ∩ Σz que
contiene a x es {x} o contiene una curva no trivial J ⊂ ∂Σ ∪F s(x,Σz). Esto corre-
sponde al lema 2 de la seccio´n 2.3.2.
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De hecho, como la prueba en la seccio´n 2.3.2, necesita de la hipo´tesis de Λ ser transi-
tivo, se tiene que usar aqu´ı argumentos diferentes que involucran la propiedad (P )Σ:
dado que Σ y ωX(q) son conjuntos cerrados y disyuntos (definicio´n anterior parte
(b)), se puede escoger una vecindad abierta W de ωX(q) tal que W ∩ Σ = ∅. Sea I
el intervalo de la definicio´n anterior, usando sus o´rbitas positivas se puede asumir
que I ⊂ W . Si la conclusio´n del lema no es verdadera, entonces se puede hallar
un punto p′ en la interseccio´n no vac´ıa entre I y la folia estable de algu´n punto
k ∈ H∗. De esto se sigue que la o´rbita positiva de p′ es asinto´tica a H∗ y as´ı, tal
o´rbita positiva no esta´ en W . Sin embargo, tal o´rbita positiva debe salir de W , ya
que W intersecta a Σ y satisface W ∩Σ = ∅. Esta contradiccio´n prueba lo solicitado.
Tercero veamos que si z ∈ H∗, entonces H∗∩Σz es 0-dimensional. (Esto corresponde
al lema 3 de la seccio´n 2.3.2). La prueba en (2.3.2.) es por contradiccio´n, de hecho, si
H∗ ∩Σz no es 0-dimensional entonces existe x ∈ H∗ ∩Σz tal que (H∗ ∩Σz)x 6= {x}.
Por eso existe un intervalo J ⊂ ∂Σz ∪ F s(x,Σz). La contradiccio´n que se tiene nos
da dos casos posibles: si J ⊂ F s(x,Σz) (caso 1) o si J ⊂ ∂Σz (caso 2). Como en la
prueba de la seccio´n 2.3.2, se necesita de la transitividad de Λ, solamente en el caso 1
se tiene que usar un argumento diferente que involucra la propiedad (P )Σ: para usar
el argumento en (2.3.2.), (caso 1) se puede mostrar que q ∈ H∗ y as´ı ωX(q) ⊂ H∗
ya que H∗ es compacto invariante. Como H∗ ⊂ ωX(q) por suposicio´n, esto lleva
a que H∗ = ωX(q) y as´ı ωX(q) es un conjunto hiperbo´lico [MPP99] (recuerde que
Sing(X) ∩H∗ = ∅). En este caso ωX(q) tiene una variedad inestable grande. Usan-
do esa variedad inestable se puede probar que la o´rbita de q es perio´dica, lo cual
contradice que H∗ ∩ Σz no es 0-dimensional. Esta contradiccio´n implica que el ca-
so 1 no puede acontecer tambie´n en nuestra situacio´n, por tanto, el resultado se tiene.
Finalmente con [HW41] y el hecho que H∗ ∩Σz es 0-dimensional (∀z ∈ H∗) implica
que H∗ tiene dimensio´n topolo´gica 1 (ver teorema 6 seccio´n 2.3.2) y esto prueba el
lema.
2.3.4. Problema
En esta seccio´n se presenta un problema sobre k-variedades cerradas en conjuntos
seccionales hiperbo´licos, el cual se sospecha cierto cuando k > 3 y fue redactado
teniendo en cuenta el ana´lisis del teorema 6 que se hizo en este trabajo. De igual
manera se presenta un segundo problema que esta´ relacionado con la tema´tica del
trabajo y que fue formulado por Morales.
Problema 1 En los conjuntos seccionales-hiperbo´licos sobre k-variedades cerradas,
la dimensio´n topolo´gica de todo subconjunto H no singular es igual a la dimensio´n
del subfibrado central menos 1.
CAPI´TULO 2. DESARROLLO DEL TRABAJO 41
Un flujo seccional-Anosov en una k-variedad compacta (posiblemente con fron-
tera) es un campo vectorial donde su conjunto maximal invariante es un conjunto
seccional-hiperbo´lico.
En el 2007, Morales demostro´ que el conjunto maximal invariante de un flujo seccional-
Anosov transitivo con singularidades sobre una 3-variedad compacta tiene dimensio´n
topolo´gica 2. En este caso, el subfibrado central es de dimensio´n 2.
Problema 2 ¿Es la dimensio´n topolo´gica del conjunto maximal invariante de un
flujo seccional-Anosov transitivo con singularidades sobre k-variedades compactas
igual a la dimensio´n del subfibrado central?
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